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1 Limite et continuité

Définition et caractérisation séquentielle de la limite

Caractérisation par les ¢ de la limite :

Soit f € R! définie au voisinnage de a € I et un réel 1.
e Si a est fini on dit que f admet 1 pour limite au point a si :

Ve>0, dJa >0 telqueVex € I, |z —a| <a=|f(z) - <e

e Si a = +o0 on dit que f admet I pour limite en +oo si :

Ve>0, 3A>0 telqueVz e I, > A= |f(z) —I| <e

Caractérisation séquentielle
Soita € TetlcR. Ona:

(limf(x)zl) = (VUEIN,UTL —ra = flun) — l)

r—a n—oo

Théoréme de la bijection continue

Si f € C(I,R) est strictement monotone sur I, alors elle est bijective de I sur J = f(I) et sa bijection

réciproque est continue sur J, strictement monotone et de méme sens de variation que f.

Prolongement par continuité

Soit b € T\ I fini. Si f admet une limite finie en b, on dit que f se prolonge par continuité en b.

Dans ce cas, on appelle prolongement par continuité de f la fonction f définie par :

. flx) sizel
f:IU{b} =R, x>
14 siz=10
oll
lim f(z) =1

r—b

| r

Théoréme des valeurs intermédiaires

Si f € C(I,R), alors f(I) est un intervalle. Autrement dit, 'image d’un intervalle par une fonction

continue est un intervalle.

Corollaire:
Si f € C(I,R) et [a,b] C I, tout réel compris entre f(a) et f(b) admet au moins un antécédent dans
[a, 0] par f.




2 Dérivation

Formule de Leibniz

Soit n € NU {oo}, si f et g sont deux fonctions de classe C™ sur I, un intervalle de R, alors fg est de

classe C™ sur I et :

o =3 () s
k=0

Théoreme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur Ja,b[ et telle que f(a) = f(b).

11 existe c€ Ja, b[ tel que £'(c) = 0.

Théoreme des accroissements finis

f(b) — f(a)
b—a

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, il existe c€ ]a, b[ tel que f'(c) =

Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[ , et telle que m < f < M. Alors :

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

Fonction convexe

Soit f € R?.On dit que f est convxe sur I si pour tout (z,y) € I? et tout A € [0, 1]:

fOz+ (1= XNy) < Af(x) + (1 =) f(y)

Si -f est convexe, on dit que f est concave.

3 Primitives

Définition - Primitives

Soit f € C(I,K). On dit que F est une primitive de f sur I si F est dérivable sur I et F’ = f

Primitives - 1

Soient f € C(I,K) et a € I.
xr
e La fonction f admet des primitives sur I. On note = +— / f(t)dt une primitive quelconque de f.

e La fonction = +— faw f(t)dt, définie sur I, est 'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.




Primitives - 2
Soient f € C(I,K) et a € I.
e Pour toute primitive F' de f sur I, on aVa € I, F(z) = F(a) + [ f(t)dt.

e Si f est de classe C! sur I, alors Va € I, on a f(z) — f(a) = [ f/(t)dt.

Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions de classe C* sur I. Alors, V(a,b) € R?, on a :

4 Suites

Suites adjacentes

Définition :

Deux suites u et v sont adjacentes si elles sont monotones de sens contraires et lim (u,, — v,) = 0.
n——+oo

Lemme :

Siu et v sont deux suites adjacentes avec u croissante et v décroissante, alors pour tous n,p € N, u,, < vp,.

Théoréme :

Si u et v sont deux suites adjacentes, alors elles convergent vers la méme limite.

Densité de Q dans R

Tout réel x est limite d’une suite de rationnels. Autrement dit, Q est dense dans R.

Suite récurrente d’ordre 1 (& systématiquement reprouver)

Si A est un intervalle de R et f est croissante sur I alors u est monotone.
e si ug < u; alors u est croissante

e si ug > uy alors u est décroissante

Théoreme du point fixe

Propriété :
Soit une fonction f continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ telle que f([a,b]) C [a,b] et |f'| < k < 1.

Si w est une suite définie par ugy € [a, b] et pour tout n € N, w11 = f(u,), alors :
e f admet un unique point fixe ¢ € [a, b].
e Pour tout n € N, |u, — | < k™|ug — £|.

e La suite u converge vers /.




5 Analyse asymptotique

5.1 suites

Comparaisons des suites de référence

Soient trois réels non nuls o, 8 et a > 0 :
e Si0<a<l,alors a™=o(n%) et si a > 1, alors n® = o(a™).
e Si a <0, alors n® = o((In(n)?) et si a > 0, alors (In n)? = o(n®)
e a" = o(n!)
Corollaires :
e Si0<a<1,alors a” = o(in(n)?) et si a > 1, alors In(n)? = o(n%)

e n® = o(n!) et (In n)? = o(n!).

5.2 fonctions numériques

Comparaison des fonctions usuelles

Soient trois réels non nuls o, 8 et a > 0 :

e Si0<a<1lalorsa® = o (z%) et sia>1,alors z* = o (a”)
o0 400

)
(a”)

e si a <0 alors, 2% = 0 ((In )P) et si a > 0 alors (In x)? = 0

e 0<a<l,alorsa® = o ((In 2)?) et sia>1,alors (In z)? =

o
—+oo +o0

e Sia<pB,z¥= o (2P)

“+o0
Corollaires : Soient deux réels non nuls « et 3.
e Sia<p,|z)f = 8(|x|").

e Sia >0 alors z% = o+(|lnx|ﬁ) et si a < 0, alors [Inz|? = qr(xa).
0 0

Formule de Taylor-Young a ’ordre n

Soient n € N, f une fonction de classe C" sur [ et a € I. On a :

" (n) n k)
fla+h) = f(a)+ f'(a)h + #hQ Apocodr fT(a)h” + hgo(h”) = E fkil(a)h’C + hgo(h”).
’ ’ k=0 :

Corollaires :

e Toute fonction de classe C™ sur I admet un DL d’ordre n au voisinage de tout a € I.

e Si f est de classe C™ sur I, alors f’ est de classe C"~! sur I et admet un DL d’ordre n — 1 au

voisinage de tout a € I, obtenu en dérivant terme a terme le DL d’ordre n de f en a.




Tous les développements limités suivants sont au voisinage de 0.

Développements de base (obtenus par la formule de Taylor-Young) :

x* x? X"
e —1+x+2—!+§+---+n—!+0(x ) (€))]

A+x)*=1+0x+

X" +o(x") 2)

aa-D , a@-D©-2) ,  oe-D.(@-n+D)
2 31 8 nl

Développements obtenus a partir de (1) :

22 3¢3 Nyn
67"‘=1+7\.X+;LX +7LX +-~+7LX +o(x") (x> Ax avec Ae C)
2! 3! n!
2 X4 2n
chx=1+—+—+---+ +o(x*) (formule de ch)
2! 4! (2n)!
X3 5 2n+1
shx=x+—+—+---+ +o0(x2142) (formule de sh)
3t 5! (2n+1)!
X2 4 2n
cosx =1—-—+——--+(-1) +o(x**) (formule d’Euler)
21 4! (2n)!
X3 XS 2n+1
sinx=x——+——-.-+ (=" +0(x2"+?) (formule d’Euler)
31 5! (2n+1)!
x* 2 p .
tanx = x+ ?+E x> +0(x°%) (quotient)

Développements obtenus a partir de (2) :

L=1—x+x2—x3+---+(—1)“x“+o(x“) (a=-1)
1+x
1 2 3
1—=1+x+x +x°+---+x"+0o(x™) (a=—-let x> —Xx)
—X
x? x? X"
In(l+x)=x——+——---+ (=) —+o(x") (intégration de )
2 3 n +Xx
2 3 n
Inl-x)=-—x L S Xy o(x") (intégration de L)
2 3 n 1-x
2 3 I1X3%..X(2n-3)
Urx=1+2-2 4 X e X" +o(x" o=V
278 16 4% _x(an) =) (x=ia)
2 3 _
J—x =1_%_%_i‘_6 ..... 13?2’;;)((3?2;) X" +0(x™) (=Y et x> —x)
1 =1—lx+§x2—ix3+---+(—1)" IX3x5%..X(2n 1) X" +o(x")  (0=—1b)
V1+x 2 8 16 2X4x6X...X(2n)

Figure 1: Développements limités usuels



1 1 3 5 Ix3x5%...Xx(2n-1)

=l+—x+=-x*+—x’+--+ X" +o0(x") (a=-Y2et x> —Xx)

1-x 2 8 16 2X4x6X...X(2n)

1 (=" S
arctanx = X ——x3 +—x5 — .. + ———x20* 4 o(x27+2) (intégration de )

3 5 2n+1 1+x?2

_ 2n 1

arcsinx=x+lx3+—xs+---+1X3XSX"'X(2n D_x +o0(x%*2) (intégration de —)

6 40 2X4x6X...X(2n) 2n+1 1-x2

_ 2n
arccosx:E—x—l)é—ixS—---—1><3x5x'"><(2n D _x +0(x21*2) (arccosx:E—arcsinx)
2 6 40 2X4x6X%...X(2n) 2n+1 2

Figure 2: Développements limités usuels

6 Intégration sur un segment

Inégalités de la moyenne

Soit f une fonction continue sur [a, b].

e Si m est un minorant et M un majorant de f sur [a, b], alors m < f<M.
— 4 Jab)
e Si g est une fonction continue sur [a, b, alors / fg | < sup|f] gl
fa.b] pl Jab)

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b]. On a :

2
2 2
Lotoe) <l )

Et il y a égalité ssi si les fonction f et g sont proportionnelles i.e. Jk € R, tel que f = kg ou g = kf.

6.1 Formules de Taylor

Formule de Taylor avec reste intégral

Soient n € N, f une fonction de classe C"*t! sur I et a € I. On a Vz € I:

2 ) (g (x—t)"
f(x)zzf ()(x—a)k—F/ %f("ﬂ)(t)dt.

k!
k=0

Inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre n

soient n € N, f une fonction de classe C™*! sur 1. Sil existe un réel M > 0 tel que |f* V| < M sur I,

alors pour tous a,b € I :

n (b—a)k |b_a|n+1
’f(b)_z k! f(k)(a)‘ SMW-




Sommes de Riemann

si f est une fonction continue sur [a, b], on a :

n—1 n
b—a b—a b—a b—a
3 k = i k
i S (o) = i TS ()

De plus, si f est A-lipschizienne sur [a, b], on a de plus pour tout n € N* :

b—a b—a
/[a,b]f_ n Zf(a—i—k n )

k=0

ot

(b—a)*

n

<A

7 Séries numériques

Comparaison Série-Intégrale - Méthode

Soit Y u, une série telle que pour tout n € N,u,, = f(n) ol f est une fonction continue et décroissante

sur Ry. Pour tout n € N :

n+1 n n
/O f(t)dt < kz::()uk < ug +/O f(t)dt

n
La série Y u,, converge si et seulement si ( / f (t)dt> converge.
0 neN

S’adapte pour f croissante.

Série absolument convergente

+oo +oo
Soit Y u, une série absolument convergente. On a alors g up| < g |ug]
k=0 k=0

8 Fonctions de deux variables

Regle de la chaine

Soit f: U — R de classe C' sur U.

o Sip:I— Ut (p1(t),p2(t)) est de classe C! sur I,un intervalle de R), alors f o ¢ est de classe
C" sur I et pour tout t € I :

(0 0 (1) = (1) 2L (plt)) + wé(ﬂ%@(ﬂ) =V (o) (1)

e Si ¢ (u,v) = (¢1(u,v),p2(u,v)) est une application de classe C! sur un ouvert V de R? et &

valeurs dans U, alors F = f o ¢ est de classe C! sur V avec :

o (s0) = 2w 0) 2L () + S22 w0 gL ()

O () = 922, ) 9L () + 922 1,) 92 (o)
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